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Abstract

マクスウェル方程式を基礎方程式とする電磁気学では，電場 Eや磁束密度 Bなどの R3 上のベクトル値
関数の微積分 (ベクトル解析)が用いられるが，そこでは空間が 3次元である恩恵をとても被っており，ま
たそのためにある種の混同が見られるとも言える．ここでは，微分形式という概念を用いて，電磁気まわり
のベクトル解析の語彙を言い換えることで，マクスウェル方程式を少し違った見方から眺めてみたい．な
お，勉強不足のため，日本語の説明は見当外れであったり本質的な部分を見落としていたりすると思うので
読み流して欲しい (日本語パートは筆者の勉強ノートである)．

1 導入
以下，簡単のため関数，写像はすべて C∞ 級とするが，仮定はもっと弱くできるので適宜言い換えて欲し
い．また，この章は主に [3]を参考にした．

1.1 微分 1形式と線積分

微積分学の基本定理というものがある．その一つの表現は次のようであろう．

Theorem 1.1 (微積分学の基本定理). 関数 F (t)に対し，∫ b

a

dF

dt
(t) dt = F (b)− F (a)
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が成り立つ．

これは，微分 dF

dt
が分かれば 2点での関数の値の差が得られることを述べている．これを，一般の Rn 上の

R値関数に拡張することを考える．
f(x) = f(x1, x2, . . . , xn)を Rn の開集合 U 上の関数とし，y = (y1, y2, . . . , yn), z = (z1, z2, . . . , zn)を U

の 2点とする．このとき，この 2点での f の値の差 f(z)− f(y)を得るにはどのような情報が必要かを考え
ると，y から z に至る U 内の曲線 γ : [a, b] → U (γ(a) = y, γ(b) = z)をとれるときには，線積分によって得
ることができることが分かる:

f(z)− f(y) = f(γ(b))− f(γ(a))

=

∫ b

a

d(F ◦ γ)
dt

(t) dt．

ここで，合成関数の微分は，

d(F ◦ γ)
dt

(t) =
∂f

∂x1
(γ(t))

dγ1
dt

(t) + · · ·+ ∂f

∂xn
(γ(t))

dγn
dt

(t)

と計算される．ここで γ(t) = (γ1(t), . . . , γn(t))とした．これを用いれば，

f(z)− f(y) =

∫ b

a

(
∂f

∂x1
(γ(t))

dγ1
dt

(t) + · · ·+ ∂f

∂xn
(γ(t))

dγn
dt

(t)

)
dt

と計算されるが，この右辺の積分の中身を，形式的な式 ∂f

∂x1
dx1 + · · ·+ ∂f

∂xn
dxn の dxi を置換積分のために

dγi
dt

(t)dtで置き換えたものだと考えて，上の定積分を， ∂f

∂x1
dx1 + · · · + ∂f

∂xn
dxn の曲線 γ 上の (線)積分と

定義する．すなわち，∫
γ

(
∂f

∂x1
dx1 + · · ·+ ∂f

∂xn
dxn

)
=

∫ b

a

(
∂f

∂x1
(γ(t))

dγ1
dt

(t) + · · ·+ ∂f

∂xn
(γ(t))

dγn
dt

(t)

)
dt．

この線積分を，微分 1形式というもう少し一般の状況に対して定義する．

Definition 1.2 (微分 1形式，線積分). f1, . . . , fn を，Rn の開集合 U 上の関数とするとき，

f1dx1 + · · ·+ fndxn

の形をした式のことをU 上の微分 1形式 ((differential) 1-form)と呼ぶ．また，微分 1形式 f1dx1+· · ·+fndxn

の曲線 γ に沿った (線)積分を，∫
γ

(f1dx1 + · · ·+ fndxn) =

∫ b

a

(
f1(γ(t))

dγ1
dt

(t) + · · ·+ fn(γ(t))
dγn
dt

(t)

)
dt

で定義する．

この言葉を用いれば，先ほど見たことは， ∂f

∂x1
dx1 + · · ·+ ∂f

∂xn
dxn という微分 1形式があれば，線積分に

よって，もとの関数 f が定数の差を除いて復元できるということである (微積分学の基本定理の類似)．この
微分 1形式を，関数 f の全微分と呼ぶのである．
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Definition 1.3 (全微分). Rn の開集合 U 上の関数 f に対し，微分 1形式

∂f

∂x1
dx1 + · · ·+ ∂f

∂xn
dxn

を f の全微分と呼び，df と書き表す．

この表記を用いて先ほどみた結果を書き直しておこう．

Theorem 1.4 (微積分学の基本定理の類似). ユークリッド空間の開集合 U 上の関数 f と U 内の曲線
γ : [a, b] → U に対し， ∫

γ

df = f(γ(b))− f(γ(a))

が成り立つ．

このように，全微分を積分すれば，(U が弧状連結であるならば) 元の関数が定数の差を除いて復元でき
るのであるが，一方，一変数の時に積分によって原始関数を得たことの類似，つまり，一般の微分 1 形式
f1dx1 + · · ·+ fndxn に対して dF = f1dx1 + · · ·+ fndxn となるような関数 F を見つけるという問題はどう
であろうか．まず必要条件を求めると，そのような関数 F が存在するならば，fi =

∂F

∂xi
となるから，

∂fi
∂xj

=
∂2F

∂xj∂xi
=

∂2F

∂xi∂xj
=

∂fj
∂xi

となり，そのような F が存在するためには少なくとも

∂fi
∂xj

=
∂fj
∂xi

が任意の i, j について成り立っていなければならないことが分かる．これは積分可能条件とも呼ばれる．一般
の微分 1形式にはこれを満たさないものももちろんたくさんあるから，一変数の場合の原始関数にあたるもの
は多変数では常に取れるわけではないということが分かる．
一方，これが十分条件でもあるのかどうかというのは大きな問題であり，実はこれが，空間 (この場合は開
集合 U) の性質を表す指標であると言えるのだが (ポアンカレの補題)，それは後に回し，次の事実のみを述
べる．

Proposition 1.5. ユークリッド空間の開集合 U が星形であるとは，ある U の点 yが選べて，U の任意の点
xに対して，xと y を結ぶ線分が U に含まれていることであると定義する．
ユークリッド空間 Rn の星形開集合 U 上で定義された微分 1形式

f1dx1 + · · ·+ fndxn

が積分可能条件 ∂fi
∂xj

=
∂fj
∂xi

を満たしているならば，上の星形開集合の定義での y をとって，xでの値を y と

xを結ぶ線分上での y から xへの線積分として定義した関数 F は，dF = f1dx1 + · · ·+ fndxn を満たす．
特に，星形開集合の場合には，微分 1 形式 f1dx1 + · · · + fndxn について，積分可能条件を満たすことと

dF = f1dx1 + · · ·+ fndxn となる関数 F が存在することは同値である．
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1.2 微分 2形式と面積分

次に，積分可能条件を満たさないような微分 1 形式について考える．このような場合には，線積分の
値が経路によって変わってしまうことがある．今，単純のため平面 R2 で考えることにし，微分 1 形式

f1dx1 + f2dx2 の，長方形 [a1, b1] × [a2, b2] の境界上での線積分
∫ b1

a1

f1(x1, a2)dx1 +

∫ b2

a2

f2(b1, x2)dx2 と∫ b2

a2

f2(a1, x2)dx2 +

∫ b1

a1

f1(x1, b2)dx1 が異なっている場合を想定して，その差を計算してみると，

∫ b1

a1

f1(x1, a2)dx1 +

∫ b2

a2

f2(b1, x2)dx2 −
∫ b2

a2

f2(a1, x2)dx2 −
∫ b1

a1

f1(x1, b2)dx1

=

∫ b2

a2

(f2(b1, x2)− f2(a1, x2))dx2 −
∫ b1

a1

(f1(x1, b2)− f1(x1, a2))dx1

=

∫ b2

a2

∫ b1

a1

∂f2
∂x1

dx1dx2 −
∫ b1

a1

∫ b2

a2

∂f1
∂x2

dx2dx1

=

∫
[a1,b1]×[a2,b2]

(
∂f2
∂x1

− ∂f1
∂x2

)
dx1dx2

となる．ここで途中 (一変数の) 微積分学の基本定理を用いて差を定積分に言い直した．これを見ると，(
∂f2
∂x1

− ∂f1
∂x2

)
という量が 0でない点があるならば，その十分近くにとった長方形で上の積分が 0とならず，

積分可能条件を満たさない．つまり，
(
∂f2
∂x1

− ∂f1
∂x2

)
は，微分 1形式 f1dx1 + f2dx2 が全微分 df として表せ

られない度合いを示しており，それをある領域で積分すれば，その周上での線積分に現れる差を表すようなそ
んな量であると言える．
ここで，∂f2

∂x1
,
∂f1
∂x2

が f1, f2 の全微分に現れるものであることや符号などに注目して，天下り的ではあるが，
同じものとは打ち消し合い，順序を変えると符号が変わる積 ∧(外積 (exterior product) と呼ばれる) を導入
して，

df1 ∧ dx1 =

(
∂f1
∂x1

dx1 +
∂f1
∂x2

dx2

)
∧ dx1

df2 ∧ dx2 =

(
∂f2
∂x1

dx1 +
∂f2
∂x2

dx2

)
∧ dx2

を考える．外積 ∧の計算規則を，先ほど述べたように

dx1 ∧ dx1 = 0, dx2 ∧ dx2 = 0, dx1 ∧ dx2 = −dx2 ∧ dx1

で定義すると，
df1 ∧ dx1 + df2 ∧ dx2 =

(
∂f2
∂x1

− ∂f1
∂x2

)
dx1 ∧ dx2

となり，先ほどの形が現れる．この左辺を d(f1dx1 + f2dx2)と書いてみれば，dはライプニッツの法則 (積の
微分の公式)を満たす「微分」であり，さらに d(dx1) = 0,d(dx2) = 0を課したものと言える．ここで，「微
分」を 2度作用させると 0になるというのは，平面上の関数 f に対して，d(df) = 0となることと合致する．



1 導入 5

実際，

d(df) = d

(
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2

)
=

(
∂2f

∂x2∂x1
− ∂2f

∂x1∂x2

)
dx1 ∧ dx2 = 0

となっている．
さて，ここまでの記号を用いて，先ほどみた長方形の境界での線積分の計算をまとめると，長方形

[a1, b1]× [a2, b2]上の微分 1形式 αに対して，∫
[a1,b1]×{a2}

α+

∫
{b1}×[a2,b2]

α−
∫
[a1,b1]×{b2}

α−
∫
{a1}×[a2,b2]

α =

∫
[a1,b1]×[a2,b2]

dα

が成り立つということになる．少し考えれば分かるが，これは実はストークスの定理の単純な場合に対応して
いる．
上の状況設定を敷衍して，一般の微分 2形式を定義する．

Definition 1.6 (微分 2形式). fij を Rn の開集合 U 上の関数とするとき，
∑

1≤i<j≤n

fijdxi ∧ dxj の形の式

を微分 2形式と呼ぶ．

また，先ほどの議論を参考にして，微分 1形式同士の外積を次で定義する．

Definition 1.7 (微分 1形式の外積). U 上の微分 1形式
n∑

i=1

fidxi,

n∑
j=1

gjdxj に対し，

(
n∑

i=1

fidxi

)
∧

 n∑
j=1

gjdxj

 =

n∑
i,j=1

figjdxi ∧ dxj

と定義する．ただし，dxi ∧ dxi = 0, dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi とする．

微分 2形式に現れるのは実質的には i < j となる dxi ∧ dxj の項のみで十分であるが，必要に応じて上のよ
うに和をとる範囲を広くとる．
そして，微分 1形式の外微分を次で定義する．

Definition 1.8 (微分 1形式の外微分). U 上の微分 1形式
n∑

i=1

fidxi に対し，その外微分を

d

(
n∑

i=1

fidxi

)
=

n∑
i=1

dfi ∧ dxi

で定義する．ここで dfi は fi の全微分である．

ここで次の言葉を定義する．

Definition 1.9 (閉形式，完全形式). 微分 1形式 αは，その外微分 dαが 0であるとき，閉形式であると言
われる．また，それがある関数の全微分に等しいとき，完全形式であると言われる．

先ほども何度か確かめたように，完全形式は閉形式である．また，この言葉を使えば，前に述べた星形開集
合の性質は，
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星形開集合においては，微分 1形式が閉形式であることと完全形式であることは同値である

と表現することができる．
さて，先ほど長方形上での面積分のようなものを定義したが，一般の曲線上での微分 1形式の線積分を定義
したように，一般の曲面 (ここでは長方形の (C∞ 級)写像による像)上での微分 2形式の面積分を次のように
定義する．

Definition 1.10 (面積分). β =
∑
i<j

fijdxi ∧ dxj を U 上の微分 2 形式とし，ある (C∞ 級) 写像 κ :

[a1, b1]× [a2, b2] → U をとる (κ(t1, t2) = (κ1(t1, t2), . . . , κn(t1, t2))とする)．このとき，κに沿った β の面
積分を， ∫

κ

β =

∫
κ

∑
i<j

fijdxi ∧ dxj =

∫ b1

a1

∫ b2

a2

∑
i<j

fij(κ(t1, t2)) det

(
∂κi

∂t1
∂κi

∂t2
∂κj

∂t1

∂κj

∂t2

)
dt1dt2

と定義する．

これで，先ほど述べた，長方形 (の像)の境界での微分 1形式の線積分は，その微分 1形式の外微分の長方
形 (の像)での面積分に等しいという命題が定式化できる (Rn 内の長方形ではなく一般の κについて示すのは
簡単な式変形の問題である)．
さて，以上で述べたように，多変数において，微積分学の基本定理の拡張とも言える “微分して積分して復
元する”ことを考えると，微分 1形式である関数の全微分というものが自然に定義され，さらに微分 1形式か
ら関数を復元できるかという問題を考えると，微分 2形式が現れた．以下ではこれを参考に，一般の微分 p形
式を定義し，いくつかの議論を行う．

2 定義
2.1 一般の微分形式

n次元ユークリッド空間 Rn の開集合 U 上で，1 ≤ p ≤ nを満たす整数 pについて，微分 p形式を定義した
い．そこで，前章での議論のようにして，微分 p形式は，dxi の形のものを p個，外積 “∧”を用いて繋いだも
のに，適当な関数を係数として付け，和をとったものと定義する．ただしここで，外積の演算は，同じ要素が
2つでも入っていたら 0になり，また順序を入れ替えると (互換を作用させると)符号が変わるようなものと
する．つまり，

(1) i1, . . . , ip の中に同じものが一つでもあれば

dxi1 ∧ · · · ∧ dxip = 0．

(2) (i1, . . . , ip は全て異なるとして，)添字の並べ替え {i1, . . . , ip} → {j1, . . . , jp}に対して，

dxi1 ∧ · · · ∧ dxip = sgn

(
i1 · · · ip
j1 · · · jp

)
dxj1 ∧ · · · ∧ dxjp．

を課す．ここで sgn

(
i1 · · · ip

j1 · · · jp

)
は置換の符号である．よって実際は 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n を満たす

i1, . . . , ip についてのみ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip の項を考えればよく，その数は nCp 個で十分であるが，必要に応じ
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て表記上これ以外のものも用いる．また，n < pの時は，必ず同じ要素が 2つ以上入ってしまうので，微分 p

形式は 0のみであるとする．

Definition 2.1 (微分 p形式). fi1...ip(x) (1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n)を U 上の C∞ 級関数とする．∑
1≤i1<···<ip≤n

fi1...ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

を，U 上の微分 p形式という．

さて，一般の微分形式の外積，外微分，積分を定義しよう．

Definition 2.2 (外積). 微分 p 形式 α =
∑

i1<···<ip

fi1...ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip と微分 q 形式 β =∑
j1<···<jq

gj1...jqdxj1 ∧ · · · ∧ dxjq に対し，その外積を，

α ∧ β =

 ∑
i1<···<ip

fi1...ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

 ∧

 ∑
j1<···<jq

gj1...jqdxj1 ∧ · · · ∧ dxjq


=

∑
i1<···<ip

∑
j1<···<jq

fi1...ipgj1...jqdxi1 ∧ · · · ∧ dxip ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjq

と定義する．

次は定義から容易に分かる．

Proposition 2.3 (次数付き可換性). 微分 p形式 αと微分 q 形式 β に対して，α ∧ β = (−1)pqβ ∧ αが成り
立つ．

Definition 2.4 (外微分). 微分 p形式 α =
∑

i1<···<ip

fi1...ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip に対し，その外微分 dαを，微分

(p+ 1)形式
dα =

∑
i1<···<ip

dfi1...ip ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

として定義する．ここで dfi1...ip は fi1...ip の全微分である．

次も式変形によってすぐ分かる．

Proposition 2.5 (ライプニッツ則の類似). 微分 p形式 αと微分 q形式 β に対して，d(α∧ β) = (dα)∧ β+

(−1)pα ∧ (dβ)が成り立つ．

また，次は重要な性質である．

Proposition 2.6. 任意の微分 p形式 αについて，

d(dα) = 0

が成り立つ．
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Proof. 微分 p形式 αを α =
∑

i1<···<ip

fi1...ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip と表したとすると，

d(dα) = d

 ∑
i1<···<ip

dfi1...ip ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip


= d

 ∑
i1<···<ip

 n∑
j=1

∂fi1...ip
∂xj

dxj

 ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip


=

∑
i1<···<ip

n∑
j=1

d

(
∂fi1...ip
∂xj

dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

)

=
∑

i1<···<ip

n∑
j=1

n∑
k=1

∂2fi1...ip
∂xk∂xj

dxk ∧ dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

=
∑

i1<···<ip

∑
j<k

∂2fi1...ip
∂xk∂xj

dxk ∧ dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip +
∑
k<j

∂2fi1...ip
∂xk∂xj

dxk ∧ dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip


=

∑
i1<···<ip

∑
j<k

∂2fi1...ip
∂xk∂xj

dxk ∧ dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip +
∑
j<k

∂2fi1...ip
∂xj∂xk

dxj ∧ dxk ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip


=

∑
i1<···<ip

∑
j<k

∂2fi1...ip
∂xk∂xj

dxk ∧ dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip −
∑
j<k

∂2fi1...ip
∂xj∂xk

dxk ∧ dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip


=

∑
i1<···<ip

∑
j<k

(
∂2fi1...ip
∂xk∂xj

−
∂2fi1...ip
∂xj∂xk

)
dxk ∧ dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip = 0

よりよい (途中 dxk ∧ dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip = −dxj ∧ dxk ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip を用いた)．

次に微分 1形式の線積分，微分 2形式の面積分にあたるものを定義する．

Definition 2.7. Rn の開集合 U 上で定義された微分 p形式 α =
∑

i1<···<ip

fi1...ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip と，p次元

直方体から U への (C∞ 級)写像 κ : [a1, b1]× · · · × [ap, bp] → U に対し，κに沿った αの積分を，∫
κ

α =

∫
κ

∑
i1<···<ip

fi1...ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

=

∫ b1

a1

. . .

∫ bp

ap

∑
i1<···<ip

fi1...ip(κ(t1, . . . , tp)) det


∂κ1

∂t1
· · · ∂κ1

∂tp
...

...
∂κp

∂t1
· · · ∂κp

∂tp

 dt1 . . . dtp

と定義する．

微分 1形式の線積分，微分 2 形式の面積分が確かにそれぞれ上の定義に合致している．また，上では和は
i1 < · · · < ip なるものについて取ったが，それ以外の添字を取った場合も，置換の符号分の違いは，ちょうど
行列式の符号分の違いと打ち消し合うので，上の定義はそのまま和を取る範囲を広げても適用できる．
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2.2 微分形式のなす空間

ここまで個々の微分形式に注目してきたが，ここで微分形式全体の集合を考えてみる．
C∞ 級関数は，その和や定数 (実数)倍もまた C∞ 級関数であるから，それら全体は実ベクトル空間をなす．
そして，微分形式同士の和やその定数倍を，係数 (となっている C∞ 級関数)ごとの和や定数倍として定義す
れば，微分形式全体は自然に実ベクトル空間となる．
今，Rn の開集合 U 上の C∞ 級関数を微分 0形式とみなし，U 上の微分 p 形式のなす集合を Ωp(U) を書
くことにする (ただし，p < 0, p > nについては Ωp(U) = {0} = 0とする)．すると，先ほど述べたように，
Ωp(U)は実ベクトル空間になる．U が空でなければ，0 ≤ p ≤ nに対して，Ωp(U)は無限次元の実ベクトル
空間である．
また，外微分 dは，微分 p形式から微分 (p+ 1)形式を与える対応であるが，これは外微分の定義から明ら
かなように，線形写像 d : Ωp(U) → Ωp+1(U)である (ただし p = 0については関数の全微分とする)．ここで
特に，それが Ωp(U)から Ωp+1(U)への線形写像であることを強調したいときには dp と書くことにする．
すると，下のようなベクトル空間と線形写像からなる系列が得られる．

0 → Ω0(U)
d0

−→ Ω1(U)
d1

−→ . . .
dn−2

−−−→ Ωn−1(U)
dn−1

−−−→ Ωn(U) → 0

ここで，外微分は 2 回作用させると 0 になったこと (Proposition 2.6) を思い出せば，線形写像の合成と
して，dp+1 ◦ dp : Ωp(U) → Ωp+2(U) が 0 写像 (全ての元を 0 に送る線形写像) であることが言える．つま
り，上の系列は “2 つ行ったら 0 になる” 系列である．一般に “2 つ行ったら 0 になる” 系列を複体という
が，上の複体はドラーム複体 (de Rham complex) などと呼ばれる．“2 つ行ったら 0 になる” ということは
Im(dp−1) ⊂ Ker(dp)とも表現できる．
さて，前に微分 1形式に対して閉形式，完全形式という言葉を定義したが，これを一般の微分 p形式につい
ても定義しよう．

Definition 2.8 (閉形式，完全形式). 微分 p形式 αは，その外微分 dαが 0であるとき，閉形式であると言
われる．また，それがある微分 p− 1形式の外微分に等しいとき，完全形式であると言われる．

これは，先ほど述べた外微分を線形写像とみる見方を使えば，微分 p形式 αに対して

αが閉形式である⇔ α ∈ Ker(dp)

αが完全形式である⇔ α ∈ Im(dp−1)

と言い換えることもできる．また，外微分は 2回合成すると 0になることから，

完全形式⇒ 閉形式

は常に成り立つ．さて，その逆について，ユークリッド空間の星形開集合の場合は次のような重要な事実が成
立する．

Theorem 2.9 (ポアンカレの補題). n次元ユークリッド空間 Rn の開集合 U が星形であるとき，1 ≤ p ≤ n

に対して，微分 p形式が閉形式ならば完全形式である．
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証明は省略する．[3]などを参照されたい．これにより，微分 p形式 (1 ≤ p ≤ n)について，閉形式である
こと完全形式であることは同値である．これは

Im(dp−1) = Ker(dp) (Ωp(U)の部分空間として等しい)

とも表現できる．Rn 自身も Rn の星形開集合であるから，Rn 全体の上の微分形式について常に上の事実が成
り立つということになる．3次元の場合のベクトルポテンシャルの存在などはこれの特殊な場合と見なせる．

2.3 微分形式の引き戻し

微分形式の主立った特徴として，座標変換によって不変であるという性質がある．ここで不変であるという
のは，それぞれの座標での表式はもちろん異なるのであるが，それらが果たす微分形式としての役割は等しい
と見なせるということである．微分形式は，ベクトル場のようなベクトル値関数の微分積分を定式化するよう
に作られたものであるから，座標変換に際して外微分と積分を保つような微分形式の変換が考えられればうれ
しいだろう．
微分 p形式の積分の定義 (Definition 2.7)を見ると，これは言わば，空間内の “p次元の図形 κ([a1, b1]×· · ·×

[ap, bp])”での微分 p形式の積分は “Rp の p次元直方体にもどって”計算されるということであるから，κを
違うものに取り替えても，それに応じて微分形式の方も取り替えれば，積分を同様に定義できることが予想さ
れる．座標変換は C∞ 級写像 T : Rn → Rn のことだと捉えられるから，今，κ : [a1, b1]× · · ·× [ap, bp] → Rn

と，それと T との合成 T ◦ κ : [a1, b1]× · · · × [ap, bp] → Rn について，∫
κ

α =

∫
T◦κ

β

となるような αと β の関係が見たいのである．ここで，最も簡単な場合として，やはり微積分学の基本定理
の拡張として得た線積分に関する関係式を見てみる．
Rn 上の C∞ 級関数 f の全微分 df は微分 1 形式になるのであった．今，座標変換にあたるものとして，
もっと一般の C∞ 級写像 T : Rm → Rn(n ̸= mでもよい)をとる．合成 f ◦ T : Rm → Rももちろん (Rm 上
の)C∞ 級写像である．また，Rm 内の曲線 γ : [a, b] → Rm : C∞級をとる．合成 T ◦ γ ももちろん (Rn 内の)

曲線である．
これらの C∞ 級写像と曲線について，微積分学の基本定理の拡張 (Theorem 1.4)を書き起こしてみると，∫

T◦γ
df = f(T ◦ γ(b))− f(T ◦ γ(a))∫

γ

d(f ◦ T ) = f ◦ T (γ(b))− f ◦ T (γ(a))

となる．ここで見やすいように関数の合成を括弧を繰り返す方法と ◦で表す方法を使い分けて表記したが，こ
れらは同じことだから，結局，これらの積分は等しいということになる:∫

T◦γ
df =

∫
γ

d(f ◦ T )．

さて，これで，線積分と全微分については，もとの目的にかなうものとして，座標変換の “行き先”の微分
形式 df に対して “こちら側”の微分形式 d(f ◦ T )を対応させればいいことが分かる．特に，この対応は座標
変換と逆の対応である (つまり座標変換が U からW へのものであるとき，微分形式の間の対応はW から U
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へのものになる)．これは “引き戻し (pull-back)”という言葉のニュアンスとも合致する (そもそも f に対し
て f ◦ T を与えるのが “逆向き”である)．
さて，これはある関数の全微分として表せる微分 1形式のみについてしか考えなかったから，一般の微分 1

形式について考えるために全微分の表式をバラしてみる．ここで T の値域である Rn の座標は x1, . . . , xn で，
定義域である Rm の座標は y1, . . . , ym で表した．

df =
n∑

i=1

∂f

∂xi
dxi

d(f ◦ T ) =
m∑
j=1

∂(f ◦ T )
∂yj

dyj

ここで後者は，合成関数の偏微分の連鎖律 ∂(f ◦ T )
∂yj

=

n∑
i=1

∂f(T )

∂xi

∂Ti

∂yj
を使えば (ここで Ti は T の第 i成分)，

m∑
j=1

∂(f ◦ T )
∂yj

dyj =
m∑
j=1

n∑
i=1

∂f(T )

∂xi

∂Ti

∂yj
dyj =

n∑
i=1

m∑
j=1

(
∂f

∂xi
◦ T
)

∂Ti

∂yj
dyj．

よって，関数 f に対して f ◦ T を対応させたように，関数 f の偏導関数 ∂f

∂xi
に対し ∂f

∂xi
◦ T を対応させ，

また dxi に対し
m∑
j=1

∂Ti

∂yj
dyj を対応させることにすれば，先ほどの全微分として与えられる場合と整合性があ

る．よって，関数 T による，微分形式 α =
n∑

i=1

fidxi の引き戻し T ∗αを，

T ∗α =
n∑

i=1

(fi ◦ T )
m∑
j=1

∂Ti

∂yj
dyj

と定義する．また，関数 f に対しては，その引き戻し T ∗f を単なる合成 f ◦ T として定義する．
ここで，一般に行われている，座標変換 T の第 i成分 Ti を xi = xi(y1, . . . , ym)のように書いて xi で関数
をも表す記法を使えば，座標変換先での微分 1形式の基底であった dxi を，そっくりそのまま，m変数関数
xi(y1, . . . , ym)の全微分 ∂xi

∂yj
dyj とみなせば，微分形式における座標変換が完了するということがわかる．こ

の意味で，全微分における個々の記号 dxi は同時に関数 xi の全微分とみなせる．
さて，先ほども見たように，このように定義した微分 1形式の引き戻しについて

d(T ∗f) = T ∗(df)

が成り立つ．これらを拡張して，一般の微分 p形式の引き戻しを定義する．また，上の例では簡単のため座標
変換を与える写像 T をユークリッド空間全体からの写像としたが，偏微分や線積分は局所的なものであるか
らこれまで通りその開集合に話を制限しても何ら問題はない．

Definition 2.10 (微分形式の引き戻し). U を n 次元ユークリッド空間 Rn の開集合，V を m 次元ユー
クリッド空間 Rm の開集合とし，T : V → U を C∞ 級写像とする．このとき，U 上の微分 p 形式
α =

∑
1≤i1<···<ip≤n

fi1...ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip の T による引き戻し (pull-back)T ∗αを，

T ∗α =
∑

1≤i1<···<ip≤n

(fi1...ip ◦ T )dTi1 ∧ · · · ∧ dTip
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と定義する．ただし，dTi は Ti の全微分
m∑
j=1

∂Ti

∂yj
dyj である．引き戻しは和と定数倍を保つから，これは

T ∗ : Ωp(U) → Ωp(V )

という線形写像である．

そして，この引き戻しについて，次が成り立つ．

Proposition 2.11. T : V → U と U 上の任意の微分 p形式 αに対して，

d(T ∗α) = T ∗(dα)

が成り立つ．

Proof. α =
∑

i1<···<ip

fi1...ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip とすると，

d(T ∗α) = d

 ∑
i1<···<ip

(fi1...ip ◦ T )dTi1 ∧ · · · ∧ dTip


=

∑
i1<···<ip

d(fi1...ip ◦ T )dTi1 ∧ · · · ∧ dTip

= T ∗

 ∑
i1<···<ip

dfi1...ip ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip


= T ∗(dα)

となるのでよい．

これは T ∗ ◦ dp = dp ◦ T ∗ : Ωp(U) → Ωp+1(V )とも表現できる．一方，微分形式の外積についても，次が
成り立つ．定義から比較的簡単に出るので証明は略．

Proposition 2.12. U 上の微分 p形式 αと微分 q 形式 β と C∞ 級写像 T : V → U について，

T ∗(α ∧ β) = (T ∗α) ∧ (T ∗β)

が成り立つ．

また，T にあたる写像が複数ある場合，写像の合成による引き戻しは，それぞれの写像での引き戻しを合成
したものと等しい:

Proposition 2.13. U 上の微分 p形式 αと C∞ 級写像 T : V → U, S : W → U について，

(T ◦ S)∗α = S∗(T ∗α)

が成り立つ．

これも単純な式変形なので証明略．これは (T ◦ S)∗ = S∗ ◦ T ∗ : Ωp(U) → Ωp(W )とも表現できる．ここで
順序が入れ替わっているあたりに「引き戻し」の性質が見えている．
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さて，ここで線積分について以前考えた積分との整合性を見てみよう．ここでまず，微分 p形式の積分は何
らかの C∞ 級写像 κ : [a1, b1]× · · · × [ap, bp]に沿って行われるものであったが，この κによって微分 p形式
α =

∑
i1<···<ip

fi1...ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip を引き戻してみると，p 次元直方体 [a1, b1] × · · · × [ap, bp] 上の微分 p

形式

κ∗α =
∑

i1<···<ip

fi1...ip(κ(t1, . . . , tp)) det


∂κ1

∂t1
· · · ∂κ1

∂tp
...

...
∂κp

∂t1
· · · ∂κp

∂tp

 dt1 ∧ · · · ∧ dtp

が得られる (ここで [a1, b1] × · · · × [ap, bp]の座標を t1, . . . , tp とした)．これを再び微分 p形式の積分の定義
(Definition 2.7)と見比べてみると， ∫

κ

α =

∫
id

κ∗α

であることが分かる (idは [a1, b1]× · · · × [ap, bp]の自身への恒等写像)．これを用いると，次が簡単に言える．

Proposition 2.14. Rnの開集合 U，Rmの開集合 V，C∞級写像 T : V → U と κ : [a1, b1]×· · ·× [ap, bp] →
V，U 上の微分 p形式 αについて， ∫

T◦κ
α =

∫
κ

T ∗α

が成り立つ．

Proof. ∫
T◦κ

α =

∫
id

(T ◦ κ)∗α =

∫
id

κ∗(T ∗α) =

∫
κ

T ∗α

よりよい．2番目の等号では Proposition 2.13を用いた．

このようにして，空間の開集合の間の C∞ 級写像に対して，外微分や積分と整合性のある引き戻しという写
像が微分形式の空間の間に定義できることが分かった．これによって特に，微分形式を考えることによって，
「座標系によらない微分積分」のようなものが展開できることになる．これは，ユークリッド空間の開集合と
しては表せないような「図形」(多様体)上の微積分学を展開する上で重要な指標となる．

2.4 ホッジのスター作用素

0 ≤ p ≤ nに対して微分 p形式を考えるとき，外積の計算規則から，nCp 個の項についての和をとれば十
分なのであった．これは言ってみれば Ωp(U) は nCp 元からなる基底を持つということである．ところで，

nCp = nCn−p が成り立つから，Ωp(U)と Ωn−p(U)の基底の数は等しく，何らかの同型で自然に結ばれるで
あろうと予想される．

Definition 2.15 (ホッジのスター作用素). Ωp(U)から Ωn−p(U)への線形写像 ∗を，

∗(xi1 ∧ · · · ∧ xip) = sgn

(
1 · · · · · · · · · · · ·n
i1 . . . ipj1 . . . jn−p

)
xj1 ∧ · · · ∧ xjn−p

により定まるものとする．ただし，i1 < · · · < ip, j1 < · · · < jn−p, {i1, . . . , ip, j1, . . . , jn−p} = {1, . . . n}であ
るとし，sgnは置換の符号である．これはホッジのスター作用素と呼ばれる．
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ここで，上では i1 < · · · < ip, j1 < · · · < jn−p の場合に制限したが，その他の場合でも置換の符号 sgnがう
まく効いて上の定義とうまく合致することが分かる．

先ほども述べた通り ∗は同型写像であり，また ∗◦∗は自身への (−1)p(n−p)

(
= sgn

(
i1 . . . ipj1 . . . jn−p

j1 . . . jn−pi1 . . . ip

))
倍写像である．
この ∗は，

(xi1 ∧ · · · ∧ xip) ∧ ∗(xi1 ∧ · · · ∧ xip) = 1 · x1 ∧ · · · ∧ xn

となるように定義してある．これは，1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n, 1 ≤ j1 < · · · < jp ≤ nについて

(xi1 ∧ · · · ∧ xip) ∧ ∗(xj1 ∧ · · · ∧ xjp) = δi1j1 · · · δipjp

=

{
1 i1 = j1, . . . , ip = jp

0 otherwise

が成り立つことを言っており，α ∧ ∗β が αと β の内積のようなものを与えることを予想させる*1．
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*1 ただし，内積は，x1, . . . , xn のような「座標軸」が定まっているならばとりあえず与えることができるが，それは任意の C∞ 級写
像での座標変換で不変なわけではもちろんない．よって，この「内積」のようなものやそれをたよりに定義されたホッジのスター
作用素は，前項で外微分と積分について見られたような，「任意の座標変換で不変」という性質は持ち得ないと予想される．逆に言
えば，考えている空間が，「任意の C∞ 級写像での座標変換」までは許さないような，さらなる構造を持っている必要がある．今
のところ考えているのは Rn とその開集合であるから，とりあえずある一つの座標系を与えることは出来，つまり「内積」を定め
る方法は少なくとも一通りは存在するのだから，この「内積」やホッジのスター作用素を話題にしている時には，微分形式のみを
話題にしている時よりも強い条件，つまり，座標変換は C∞ 級写像であるのみならず，内積を保つ という性質ももっているとい
う条件が課せられると言える．


